
Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Ïîëóôèíàë. Ãðàíä�ëèãà.

23 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà OABC, ïðè÷åì âñå ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå O �
ïðÿìûå. Ïóñòü r � ðàäèóñ åå âïèñàííîé ñôåðû, à H � îðòîöåíòð ãðàíè ABC. Äîêàæèòå,
÷òî OH 6 r(

√
3 + 1).

2. Íà äîñêå íàïèñàí ìíîãî÷ëåí x. Ðàçðåøàåòñÿ âûïèñûâàòü íà äîñêó ñóììó èëè ïðîèç-
âåäåíèå ëþáûõ äâóõ çàïèñàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ). Ìîæíî ëè çà 13
äîïèñûâàíèé ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì x0 = −106?

3. Íà ñòîðîíå CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è C1 öåí-
òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABB1 è CBB1, à ÷åðåç A2 è C2 � öåíòðû
èõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB1 è B1C. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæåíèå òî÷êè B1, ïðè êîòîðîì ÷åòûðåõóãîëüíèê A1C1C2A2 âïèñàí, òî ýòîò
÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè B1 íà ñòîðîíå CA.

4. Íàéòè âñå ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè P (x), äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè Q(x), ÷òî
êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ a0, . . . , ak ìíîãî÷ëåíà P (x) ·Q(x) = akx

k + · · ·+ a0 ðàâåí ±1.
5. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x + y + z = 1, äîêàæèòå
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6. Íà äîñêå â ðÿä çàïèñàíû 4 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Êàæäóþ ìèíóòó ó÷åíèê çàìåíÿåò
èõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ðÿä çàïèñàíû ÷èñëà a, b, c, d, òî îí çàïèñûâàåò âìåñòî
íèõ ÷èñëà ab, bc, cd, da. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà äîñêå ïîÿâèëèñü òå æå
÷èñëà, ÷òî áûëè âíà÷àëå. Äîêàæèòå, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëè çàïèñàíû ÷åòûðå åäèíèöû.

7. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc + 7.
8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2007-óãîëüíèêà. Çàòåì èç íèõ ñòåðëè

íåñêîëüêî âåðøèí òàê, ÷òî íå îñòàëîñü òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå âåðøèíû, ëèáî êàêèå-òî äâå âåðøèíû ÷åðåç îäíó
îêàçàëèñü ñòåðòûìè.

9. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A, B òðåóãîëüíèêà ABC è âòîðè÷íî ïåðåñåêà-
åò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ L, K ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè LK, ëåæàùåé
âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BL è BK â òî÷êàõ D è F ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AL è AK â òî÷êàõ G è E, ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè EF ‖ DG, òî AB � äèàìåòð ω.

10. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü,
÷òîáû ëþáûå äâà ïåðåñåêàëèñü, à ëþáûå òðè � íåò?



Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Áîè çà 5�8 ìåñòà. Ãðàíä�ëèãà.

23 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà OABC, ïðè÷åì âñå ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå O �
ïðÿìûå. Ïóñòü r � ðàäèóñ åå âïèñàííîé ñôåðû, à H � îðòîöåíòð ãðàíè ABC. Äîêàæèòå,
÷òî OH 6 r(

√
3 + 1).

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 íàéäóòñÿ n òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà ñóììó îñòàâøèõñÿ.

3. Íà ñòîðîíå CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è C1 öåí-
òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABB1 è CBB1, à ÷åðåç A2 è C2 � öåíòðû
èõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB1 è B1C. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæåíèå òî÷êè B1, ïðè êîòîðîì ÷åòûðåõóãîëüíèê A1C1C2A2 âïèñàí, òî ýòîò
÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè B1 íà ñòîðîíå CA.

4. Íà ïîëå 8×8 ðàñïîëîæåí êîðàáëü 2×2. Âûñòðåë ñîñòîèò â óêàçàíèè íåêîòîðîé êëåòêè,
íà ÷òî îòâå÷àþò �ïîïàë� èëè �ìèìî�, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîäåðæèò êîðàáëü ýòó êëåòêó
èëè íåò. Äîêàæèòå, ÷òî çà 15 âûñòðåëîâ âñåãäà ìîæíî îáíàðóæèòü ýòîò êîðàáëü. (Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü âñå êëåòêè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êîðàáëü, à íå �óòîïèòü� åãî.)

5. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íå áîëåå 100 ðàçëè÷íûõ. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå ÷èñëà n?

6. Íà äîñêå â ðÿä çàïèñàíû 4 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Êàæäóþ ìèíóòó ó÷åíèê çàìåíÿåò
èõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ðÿä çàïèñàíû ÷èñëà a, b, c, d, òî îí çàïèñûâàåò âìåñòî
íèõ ÷èñëà ab, bc, cd, da. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà äîñêå ïîÿâèëèñü òå æå
÷èñëà, ÷òî áûëè âíà÷àëå. Äîêàæèòå, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëè çàïèñàíû ÷åòûðå åäèíèöû.

7. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc + 7.
8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2007-óãîëüíèêà. Çàòåì èç íèõ ñòåðëè

íåñêîëüêî âåðøèí òàê, ÷òî íå îñòàëîñü òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå âåðøèíû, ëèáî êàêèå-òî äâå âåðøèíû ÷åðåç îäíó
îêàçàëèñü ñòåðòûìè.

9. Ôóíêöèÿ f : N → N çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f(m) = m+[
√

m ]. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
m ∈ N ïðè íåêîòîðîì k ∈ N ÷èñëî

f (k)(m) = f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
k

(m)))

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.
10. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A, B òðåóãîëüíèêà ABC è âòîðè÷íî ïå-

ðåñåêàåò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ L, K ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè LK,
ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BL è BK â òî÷êàõ
D è F , ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AL è AK â òî÷êàõ G è E, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DE è FG ïàðàëëåëüíû.



Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Ïîëóôèíàë. Ïðåìüåð�ëèãà.

23 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà OABC, ïðè÷åì âñå ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå O �
ïðÿìûå. Ïóñòü r � ðàäèóñ åå âïèñàííîé ñôåðû, à H � îðòîöåíòð ãðàíè ABC. Äîêàæèòå,
÷òî OH 6 r(

√
3 + 1).

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 íàéäóòñÿ n òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà ñóììó îñòàâøèõñÿ.

3. Íà ñòîðîíå CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è C1 öåí-
òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABB1 è CBB1, à ÷åðåç A2 è C2 � öåíòðû
èõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB1 è B1C. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæåíèå òî÷êè B1, ïðè êîòîðîì ÷åòûðåõóãîëüíèê A1C1C2A2 âïèñàí, òî ýòîò
÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè B1 íà ñòîðîíå CA.

4. Íà ïîëå 8×8 ðàñïîëîæåí êîðàáëü 2×2. Âûñòðåë ñîñòîèò â óêàçàíèè íåêîòîðîé êëåòêè,
íà ÷òî îòâå÷àþò �ïîïàë� èëè �ìèìî�, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîäåðæèò êîðàáëü ýòó êëåòêó
èëè íåò. Äîêàæèòå, ÷òî çà 15 âûñòðåëîâ âñåãäà ìîæíî îáíàðóæèòü ýòîò êîðàáëü. (Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü âñå êëåòêè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êîðàáëü, à íå �óòîïèòü� åãî.)

5. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íå áîëåå 100 ðàçëè÷íûõ. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå ÷èñëà n?

6. Íà äîñêå â ðÿä çàïèñàíû 4 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Êàæäóþ ìèíóòó ó÷åíèê çàìåíÿåò
èõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ðÿä çàïèñàíû ÷èñëà a, b, c, d, òî îí çàïèñûâàåò âìåñòî
íèõ ÷èñëà ab, bc, cd, da. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà äîñêå ïîÿâèëèñü òå æå
÷èñëà, ÷òî áûëè âíà÷àëå. Äîêàæèòå, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëè çàïèñàíû ÷åòûðå åäèíèöû.

7. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc + 7.
8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2007-óãîëüíèêà. Çàòåì èç íèõ ñòåðëè

íåñêîëüêî âåðøèí òàê, ÷òî íå îñòàëîñü òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå âåðøèíû, ëèáî êàêèå-òî äâå âåðøèíû ÷åðåç îäíó
îêàçàëèñü ñòåðòûìè.

9. Ôóíêöèÿ f : N → N çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f(m) = m+[
√

m ]. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
m ∈ N ïðè íåêîòîðîì k ∈ N ÷èñëî

f (k)(m) = f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
k

(m)))

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.
10. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A, B òðåóãîëüíèêà ABC è âòîðè÷íî ïå-

ðåñåêàåò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ L, K ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè LK,
ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BL è BK â òî÷êàõ
D è F , ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AL è AK â òî÷êàõ G è E, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DE è FG ïàðàëëåëüíû.



Âòîðîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð, �Îðëåíîê��2007.

Áîè çà 5�8 ìåñòà. Ïðåìüåð�ëèãà.

23 ñåíòÿáðÿ 2007 ã.

1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü ω1 ñ öåíòðîì íà îòðåçêå AB ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
A è ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü
ω2 ñ öåíòðîì íà îòðåçêå BC ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C è ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî îòðåçêè BC è
AC â òî÷êàõ C1 è C2, ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ â òî÷êå
K âíåøíèì îáðàçîì. Äîêàæèòå, ÷òî ∠A1KC1 = ∠A2KC2.

2. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî −106. Ðàçðåøàåòñÿ âûïèñûâàòü íà äîñêó ñóììó èëè ïðî-
èçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ óæå çàïèñàííûõ ÷èñåë (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ). Ìîæíî ëè çà 50
äîïèñûâàíèé ïîëó÷èòü íà äîñêå 0?

3. Íà ñòîðîíå CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è C1 öåí-
òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABB1 è CBB1, à ÷åðåç A2 è C2 � öåíòðû
èõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB1 è B1C. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæåíèå òî÷êè B1, ïðè êîòîðîì ÷åòûðåõóãîëüíèê A1C1C2A2 âïèñàí, òî ýòîò
÷åòûð¼õóãîëüíèê âïèñàí ïðè ëþáîì ïîëîæåíèè B1 íà ñòîðîíå CA.

4. Íà ïîëå 8×8 ðàñïîëîæåí êîðàáëü 2×2. Âûñòðåë ñîñòîèò â óêàçàíèè íåêîòîðîé êëåòêè,
íà ÷òî îòâå÷àþò �ïîïàë� èëè �ìèìî�, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîäåðæèò êîðàáëü ýòó êëåòêó
èëè íåò. Äîêàæèòå, ÷òî çà 16 âûñòðåëîâ âñåãäà ìîæíî îáíàðóæèòü ýòîò êîðàáëü. (Òðåáóåòñÿ
óêàçàòü âñå êëåòêè, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êîðàáëü, à íå �óòîïèòü� åãî.)

5. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ðàññòîÿíèé
ìåæäó äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè íå áîëåå 100 ðàçëè÷íûõ. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæ-
íîå çíà÷åíèå ÷èñëà n?

6. Íà äîñêå â ðÿä çàïèñàíû 4 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Êàæäóþ ìèíóòó ó÷åíèê çàìåíÿåò
èõ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ðÿä çàïèñàíû ÷èñëà a, b, c, d, òî îí çàïèñûâàåò âìåñòî
íèõ ÷èñëà ab, bc, cd, da. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà äîñêå ïîÿâèëèñü òå æå
÷èñëà, ÷òî áûëè âíà÷àëå. Äîêàæèòå, ÷òî èçíà÷àëüíî áûëè çàïèñàíû ÷åòûðå åäèíèöû.

7. Ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 = ab + ac + bc + 7.
8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2007-óãîëüíèêà. Çàòåì èç íèõ ñòåðëè

íåñêîëüêî âåðøèí òàê, ÷òî íå îñòàëîñü òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî êàêèå-òî äâå ñîñåäíèå âåðøèíû, ëèáî êàêèå-òî äâå âåðøèíû ÷åðåç îäíó
îêàçàëèñü ñòåðòûìè.

9. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n > 4, ÷òî ïåðâûå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî
ðàçáèòü íà 4 ãðóïïû ñ ðàâíûìè ñóììàìè.

10. Îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A, B òðåóãîëüíèêà ABC è âòîðè÷íî ïå-
ðåñåêàåò ñòîðîíû AC, BC â òî÷êàõ L, K ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè LK,
ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BL è BK â òî÷êàõ
D è F , ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ BM ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AL è AK â òî÷êàõ G è E, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DE è FG ïàðàëëåëüíû.


